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1. はじめに　
ウォータージェット (water-jet)は，直径 0.1mmから 1mm程
度の細いビーム状の高速水噴流によって切削加工を行う技術で
ある．それに研磨材を混入し，より切削能力を高めたものをアブ
レイシブウォータージェット (abrasive water-jet)という．使用
する水噴流は，細いが単位面積あたりの加工エネルギが非常に大
きく，加工後の残留応力がない．また，加工時に発熱を伴わない
ため，発火，爆発の恐れがある作業や，医療分野への応用も進ん
でいる．しかし, ウォータージェット技術は，水噴流の流体力学
的挙動が材料の破壊機構に影響を与えるため，破壊機構は水噴
流が高圧・高速になるほど実験での解明は困難である．そこで，
数値解析を用いて水噴流の挙動や材料の破壊の様子を検証する
ことが期待される．
液体の噴流によって固体を切断する現象は，自由表面流れと
固体の変形，破壊が連成する複雑な液体－固体連成問題であ
る．このような問題を有限要素法を用いて解こうとすると，領
域の変形に合わせてメッシュを切り直す必要があり，複雑な計
算となってしまう．そこで本研究では，水と固体の両方を粒子
で表現し，これらの粒子の相互干渉を SPH(Smoothed Particle
Hydrodynamics) 法 (1) で計算する．SPH 法は，計算メッシュ
を必要とせず，実用的な解析手法を構築できる利点がある．
これまでの研究 (2 7) によって，SPH 法を用いた解析手法の
構築と整備が進められてきたが，ウォータージェットの中心に出
現するとされる高圧領域 (圧力核)の再現に成功していない．そ
こで，本研究では噴流の支配方程式の離散化を見直し，圧力核の
再現を目指すことを目的とする．
2. 基礎方程式　
2.1 水噴流の支配方程式　
現象を 2 次元とする．水を弱い圧縮性をもつ粘性流体とする
と，流れの支配方程式は，連続の方程式
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である．ここで，tは時間，は密度，xは直角座標（ = 1; 2），
v は速度の x 成分，P は圧力， は応力テンソルの成分，
f は外力の x 成分を表す．P0 と 0 は基準状態の圧力と密度
である．また D=Dt はラグランジュ微分演算子である． は圧
縮性の度合いを表すパラメータで，本研究では  = 7 とする．
物理量の上付き添字 ， に対しては総和規約を適用する．
応力テンソルの成分  は，圧力 P と粘性による偏差応力テ
ンソルの成分  を用いて次のように表される．
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 =  P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 (4)
ここで  はクロネッカのデルタである． は，粘性係数を
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で与えられる．
2.2 固体の支配方程式　
固体は線形弾性体とする．固体の運動と変形に対する支配方
程式は，連続の方程式 (1)と運動方程式 (2) そして，フックの法
則を表す状態方程式
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である．ここで，K は体積弾性率， は体積ひずみである．
運動方程式 (2)において，固体の応力テンソルの成分  は，
圧力 P と偏差応力テンソルの成分 s を用いて次のように表さ
れる．
 =  P + s (7)
変形時の物体の回転を考慮した Jaumann stress rate を用いる
と，偏差応力の時間変化率 _s が
_s = 2G
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で与えられる．ここで，Gは横弾性係数である． _" はひずみテ
ンソルの成分の時間変化率，! は回転テンソルの成分であり，
それぞれ
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で定義される．
3. SPH法による離散化　
3.1 SPH法の概要　
SPH法は，物体を有限個の粒子の集合体とみなし，この粒子
上で物理量を計算する方法である．したがって格子ベースの近
似を行う必要がない．空間内の任意の位置 rでの物理表現 (r)
は積分表現
(r) =
Z
(r0) (r  r0) dr0 (11)
で与えられる．ここに (r) はディラックのデルタ関数である．
ディラックのデルタ関数のような不連続関数は数値計算には適
さないため，SPH 法ではデルタ関数の代わりに，ある幅 h を
持った内挿カーネルと呼ばれる連続関数W を用いる．2次元の
場合，連続関数W は
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である．ここに，h はカーネルの広がりを表すパラメータであ
る．関数 f は
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のような 3次のスプライン関数で与える．ここに，s = jr r0j=h
である．ディラックのデルタ関数を内挿カーネル W で置き換
え，連続体を N 個の粒子の集合体と考えると (r) に対する近
似は
(r) 
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のように表すことができる．ここに，mj，j，rj はそれぞれ j
番目の粒子の質量，密度，位置ベクトルを表し，j = (rj) で
ある．
前節で示した支配方程式を離散化するために，物理量の微分形
が必要となる．物理量 の勾配 @=@x は，カーネルの勾配を
計算することで得られる．すなわち，式 (14)より
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となる．さらに，式 (14)，(15)において r = ri として両式を粒
子 iの位置に適用すると，
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となる．ここに，Wij =W (ri   rj ; h)である．
式 (16)と (17)の総和計算は全粒子について行うのではなく，
粒子 iを中心とする半径 R の円の内部に含まれる粒子のみを対
象とする．本研究では R = 2hとする．
3.2 離散化　
連続の方程式 (1)を離散化した式は
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となる．式 (18)の右辺第 2項は人工拡散項であり，圧力の数値
振動を抑制する効果がある．ここで  ij は，
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で与えられる．hij は粒子 i と粒子 j のカーネルの大きさの平
均である． = 0:01である. 運動方程式 (2)を離散化した式は
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となる．ここに，ij は人工粘性であり，近づきすぎた粒子に反
発力を与え，粒子のすり抜けを防止したり，圧力の数値振動を抑
制する効果がある．ij は，
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で与えられる．ここに xij = xi   xj，vij = vi   vj である．
cij は粒子 i と粒子 j の位置における音速の平均である．A，B
は人工粘性に用いられるパラメータである．
4. 新たな手法の導入　
4.1 Corrective Smoothed Particle Method　
圧力核の再現のため，圧力振動の抑制や自由表面を含んだ移動
境界問題に効果があるとされる Corrective Smoothed Particle
Method(8)(CSPM) の導入を図る．物理量 (r) を r = ri を中
心にしてテイラー展開すると
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i + (x
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となる．ここで，式 (23)の右辺第 2項以降を無視して得られる
近似式の両辺にカーネルW (ri   r; h)を乗じ，それを水が占め
る領域 
で積分すると，Z
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となる．式 (24)を i について解き，SPH法の理論に従い離散
化すると，
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となる．次に，式 (23)の右辺第 3項以降を無視して得られる近
似式の両辺にカーネルを乗じ，その結果を領域 
で積分するとZ
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を得る．これを SPH法の理論に従い離散化すると，
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となる．ここに，Ai は Ai を成分とする行列である．Bi は
Bi = A
 1
i となる行列で，Bi は Bi の成分を表わす．CSPM
では式 (16)の代わりに式 (25)を，式 (17)の代わりに式 (31)を
用いる．
4.2 Density Reinitialization 法　
SPH法では有限要素法や有限体積法のようにメッシュを組み
立てて計算を行わないため，大変形や不連続領域の計算に適して
いる反面，近傍粒子の増減によって不自然な圧力損失や圧力振動
を起こしやすい．この問題を解決するために考案されたものが
Density Reinitialization(DR)法 (9) である．
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ここに，WMLSij は
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で定義され，(x1;i   x1;j) を X1，(x2;i   x2;j) を X2 と置くと
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である．上記の計算を 20step 毎に行うことで密度の修正をし，
圧力振動を抑制する．
5. 数値計算法
5.1 アブレイシブウォータージェットのモデル
アブレイシブウォータージェットのモデル化には，水谷の方法
(6) を用いる．1 個の流体粒子を水と研磨材の混合物とみなし，
研磨材の混合率に応じて流体粒子の密度 mix を，
mix = 0a + (1  0)w (36)
と定める．ここに 0，a，w はそれぞれ研磨材の混合率，研磨
材の密度，水の密度である．また，研磨材が固体に及ぼす力は摩
擦力のみと仮定し，その摩擦力をクーロン摩擦で表現する．摩擦
力を F とすると，
F = AP (37)
で与えられる．ここに ，A，P はそれぞれ摩擦係数，接触面積，
圧力である．式 (37)を SPH法を用いて定式化すると
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となる．ここに，c，d，n はそれぞれ摩擦を調節するパラメー
タ，粒子直径，扱う問題の次元である．式 (38)を運動方程式の
外力項に付加することによって，アブレイシブ効果を表現する．
5.2 計算手順　
流体-固体連成現象のシミュレーションのための計算手順は次の
とおりである．
1. 連続の方程式より水粒子と固体粒子の密度の時間変化率を
計算する．
2. 状態方程式より水粒子と固体粒子の圧力を計算する．
3. 摩擦力を計算する．
4. 運動方程式より加速度を計算する．
5. 式 (9)より偏差応力成分の時間微分を計算する．
6. 手順 1から 5で得られた密度の時間変化，加速度，固体の
偏差応力成分の時間微分を時間積分し，次の時刻の粒子の
密度，位置，速度，固体の偏差応力成分を計算する．
7. 固体粒子について破壊の判定を行う．
8. 時間を tだけ進めて,手順 1から繰り返す．
6.数値計算例　
6.1 計算モデル
Fig.1に示すモデルを用い計算を行う．文献 (10)(11)の実験値
との比較を通して，計算精度の検証を行うので，計算条件は文献
(10)(11)より引用した．切削する固体を厚さ 20.0[mm]のねずみ
鋳鉄とし，内径 1.0[mm]のノズルからジェットを直接ねずみ鋳鉄
に噴射する．.噴射速度は 100～750[m/s]，圧力は 25～300[MPa]
である. 水の密度と粘性は 1840[kg/m3] ，1:3  10 3[Pas] と
し，研磨材には密度 4000[kg/m3] のガーネットを想定し噴流へ
の混合率は 28％とする．ねずみ鋳鉄の密度，ヤング率及び降伏
強さはそれぞれ，7200[kg/m3]，200[GPa]，900[MPa]とした．
Fig.1 A computational model
6.2 CSPMとDR法の効果
Fig.2 に 3.2 節で述べた通常の SPH 法による離散化によって
得られた結果 (a)と新しい計算テクニックである CSPMと DR
法を組み合わせ得られた結果 (b) を載せた．どちらも水噴流が
ノズルから射出された直後の圧力分布となっている．Fig.2(a)
を見ると水噴流が射出された直後すぐに圧力が負圧になってい
ることがわかる．これは文献 (11) の実験結果から大きく差が出
てしまった．これは通常の SPH法が自由表面を含んだ移動境界
問題を適切に計算できず、ノズルから出た直後の急激な近傍粒子
の減少により圧力損失に至ったと考えられる．
一方，Fig.2(b) を見ると圧力が連続的に減少している様子が
見られる．CSPMと DR法により自由表面を含んだ移動境界を
解くことができ，さらに圧力振動を抑制することができたためこ
のような結果に至ったと考えられる．よって，CSPMと DR法
の併用は有用であると考えられる．
(a)Before modication (b)After modication
Fig.2 Pressure distribution in an abrasive water-jet
6.3 固体の切削加工のシミュレーション
Fig.3 に通常の SPH 法を用いた場合 (a) と CSPM と DR 法
を併用した場合 (b) を示す．それぞれノズルから水噴流が射出
され固体を 5mm切削した時点の様子を表わしている．固体と水
の接触部分にある色の濃い粒子は破壊粒子である．
Fig.3(a)を見ると水噴流が固体にぶつかり，削れていく様子が
見て取れるが，ノズルの径の 2倍以上の切削範囲となってしまっ
ている．これは実際のアブレイシブウォータージェットの切削
範囲と整合しない．一方 Fig.3(b)を見ると切削範囲がノズル径
に近い値で切削できており，実際の現象に近い結果が得られた．
次に Fig.4 に新しい計算テクニックを用いた場合の切削深さ
と圧力の関係を表わした．
(a)Before modication (b)After modication
Fig.3 Eect of modication
Fig.4 Water pressure versus depth of cut
　三角が解析値，丸印が実験値となっている．この結果から，切
削深さと圧力の比例関係においても，実験値と定量的に整合性を
とることができたと言える．そのため本研究の新しい計算テク
ニックは，圧力振動の抑制と流体-固体連成問題において高い効
果を発揮することがわかる．
7.おわりに　
本研究では，ウォータージェットの中心に存在する高圧領域
(圧力核) の形成を目的として，圧力の数値振動の抑制と自由表
面を含んだ移動境界問題を適切に計算が行える CSPMと DR法
を導入した．その結果，水噴流がノズルから射出された後，圧力
核を形成することができた．またこれまでの研究では，水噴流
内の圧力振動のために計算結果の定量的検証を行えなかったが，
本研究によって圧力振動を抑制することに成功し，実験値との比
較による計算精度の検証を行うことができた．その結果，定量的
に実験値と整合性を取ることができたため，CSPMと DR法の
併用は有用であると考えることができる．
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